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М АТЕМ АТИЧНЕ М ОДЕЛЮ ВАННЯ ТЕХНІЧНИХ І ПРИРОДНИХ ТЕЧІЙ,
ЯКІ ОБУМ ОВЛЕНІ ЛЕГКОПРОНИКНОЮ  Ш ОРСТКІСТЮ
Розглянуто математичні моделі декількох структур, які занурені у  в ’язку рідину, що рухаєть­
ся, з позицій єдиної концепції легкопроникної шорсткості. Основну увагу приділено таким ма­
тематичним аспектам, як крайові умови спряженості. Наведено питання математичної ко­
ректності моделей на рівні фізичної інтуїції розгляданням їх "від простих до складних", виявле­
ні також основні фізичні властивості течій, які сформовані легкопроникною шорсткістю. Ре­
зультати можуть бути використані в різних галузях механіки рідини.
Застосування концепції легкопроникної шорсткості (ЛИШ ) до широкого кола течій в при­
роді і техніці показано в роботах [1-5], а експериментальні перевірки цієї теорії -  в роботах [2; 6; 
7]. Оскільки крайові умови спряженості, які використані для формулювання моделей, ще не стали 
стандартним арсеналом математичної фізики [8- 10], доводиться приділяти увагу і питанням мате­
матичної коректності моделей [11; 12]. Вони аналізуються на інтуїтивному рівні строгості розгля­
данням (по можливості аналітично) послідовності моделей від простих до складних.
К ласична механіка рідин розглядає переважно малу ш орсткість [9; 10]. Але на сього­
дніш ній день зустрічаю ться складні структури різної природи, які занурені в потік рідини і 
взаємодію ть з нею [1; 4; 7]. Запропонована нами концепція легкопроникної шорсткості пе­
редбачає єдиний підхід до цих структур і до течії, щ о ними формується. О чевидно, що кожна 
з них відіграє роль ш орсткості для зовніш ньої віддаленої частини потоку. Ц і структури 
проникні для потоку і найчастіш е саме внутріш ня течія в її взаємодії з зовніш ньою , а також  
механічний рух елементів структури, їхній тепло- і масообмін, хімічні процеси.
Н а рис. 1 і 2 Л П Ш  зображ ено як деяку кулю в потоці з великою  кількістю  малих сфер 
(частинок, переш код), поданими в моделі розподіленою  масовою силою , яка діє на потік в 
межах цієї кулі 0 < г  < И < Н  . Стрілки на рис. 2 відмічаю ть наявність течій протилеж ного 
напрямку. В еликим и символами (поздовжня V  і поперечна V  компоненти ш видкості) будем о 
характеризувати потік рідини, а малими ( м і г )  -  характеристики елем ентів Л И Ш  О стання 
буде описуватися на основі ейлерова підходу як багатокомпонентне суцільне середовищ е.
Рис. 1. Типовий розподіл швид­
кості потоку в середи­
ні і поза ЛПШ на ста­
білізованій ділянці течії
Рис. 2. Розподіл поздовжньої швидкості при пульсуючому тиску в
. . і_ з ю . „
послідовні моменти часу 20 > 20 = 20 періоду 1  у випад­
ках відсутності ЛПШ (а) та її присутності (б)
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П рипустимо, що потік рідини описується рівняннями примеж ового ш ару П рандтля [9]. 
Проте останні м істять додаткові (“дж ерелкові”) члени, які залеж ать від ш видкості потоку 
відносно елементів Л П Ш  и ~ и ,  різниці температур Л П Ш  і потоку Т  -  /, різниці концентрацій 
V потоці й біля поверхні переш код Е - е  і т.д. Ці різниці породж ую ть сили дії потоку на кож ­
ний окремий елем ент ЛИШ  (переш коду) Т7 = ^ р с х ( и  - и ) к 5  , потоки тепла
І т = а тср( Т і маси І Е = а £.р ( £ - е ) 5 0від переш коди до потоку. А  інтегрування цих ве­
личин по ідентичності переш код (або просто множення на концентрацію  переш код, якщ о всі 
вони ідентичні), взяте з протилежним знаком, виражає "підсумкову" локальну дію  Л П Ш  на 
потік [1; 3; 4]. Для досить загального виду Л П Ш  можна використати таке рівняння [12]:
( 1)
де безрозмірні зм інні п ов’язані з ф ізичними (з рискою  над символом) співвіднош енням и
т
тт г и  8Т  . . д Е
Н апруга тертя т = \ т потоки тепла ] т= а т- ~  і маси повинні задава­
тися певною  гіпотезою  турбулентності.
П рийнятий теоретичний підхід передбачає внутріш ню течію  (1) в області 0 < г ^ И  у 
відриві від зовніш ньої. У зовніш ній течії, тобто в області И < 2 < 00 , третє і ш осте рівняння 
11) не дію ть, а в останніх рівняннях відсутні “дж ерелкові” члени. Для такої складеної задачі 
умови на вході в область ЛПШ
* -  0; и  = и 0(2); Г  = Г0(г); £  = £ „ (* ), (2)
у м о в и  на стінці
(3)
для внутріш ньої теч ії 0 < г  < /» і асимптотичні умови для зовніш ньої течії И< г < ао
2 = 1: Ц = 1; Т = Е  = 0 (4)
ще не гарантую ть єдність р о зв ’язку. Додатково можуть бути поставлені ф ізично очевидні 
у м о в и  спряж еності на поверхні г = И , яка розділяє обидві течії:
(5)
Запропонована умова (5) не є класичною, тому треба бути впевненим, що задача спря­
женості (1 )-(5 ) математично коректна [11]. Н аступна послідовність частинних реалізацій ф о­
рмулю вання задачі (1 )-(5 ), що поступово ускладню ється при переході від однієї до іншої, до ­
зволяє в цьому переконатися на інтуїтивному рівні строгості.
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Легкопроникна шорсткість із нерухомих елементів. Якщ о елементи Л И Ш  нерухомі 
(и  = 0 ) й ідентичні ( г  = г0), рівняння ( 1) істотно спрощуються, рух мож е бути ф ізично інтер­
претовано як  потік вітру над лісовим покривом. П одальш е спрощ ення відбудеться, якщ о роз­
глядати модельну одновим ірну задачу про Л И Ш  на стабілізованій ділянці довгого каналу. У 
роботі [1] для неї отрим аний однозначний аналітичний розв’язок. Типовий складений розпо­
діл ш видкості такого  потоку -  загальмований у середині Л И Ш  і параболічний (логариф міч­
ний при турбулентном у режимі [2; 7]) у вільній частині перетину -  показаний на рис. 1.
Задача ускладню ється, якщ о дозволити нестаціонарний рух в каналі, наприклад, у ви­
падку періодично зм інного градієнта тиску [1]. В роботі [13] отрим аний аналітичний 
розв’язок  і цієї задачі. Типові профілі ш видкості в різні моменти часу наведено на рис. 2,6  і 
можуть бути зіставлені з відповідними профілями у випадку відсутності Л И Ш  (рис. 2,а).
О тримані р о зв ’язки одновимірних задач надаю ть більш е достовірності числовим  ре­
зультатам  для двовимірних аналогів цих задач [5; 12], у тому числі з м оделями турбулентно­
сті другого порядку. Так, на рис. З наведено розраховане поле течії річного потоку з відкри­
тою  поверхнею  в прямолінійному прямокутному каналі, який заріс водяною  рослинністю  бі­
ля берегів [5]. В оно якісно відповідає даним лабораторного моделювання.
Легкопроникна шорсткість з 
елементів, що зносяться потоком  
(модель шару крапель). Нехай 
елементи Л И Ш  можуть рухатись під 
дією захоплю ю чого їх потоку, подіб­
но краплям бризкальної системи 
охолодження [3; 4; 6]. П рипустимо 
для простоти, що краплі неперервно 
утворю ю ться на рівні г -  И і пада­
ють униз із заданою  ш видкістю  у ( г )  
і горизонтально зі ш видкістю  м(д), 
яка залеж ить від взаєм одії з потоком. 
Для такої системи необхідно прог­
нозувати не тільки рух середовищ а- 
носія (повітря), але й несеного (сере­
довищ е крапель), так що в форму­
люванні ( 1) зберігаю ться всі р івнян­
ня. З метою м атематичного дослід­
ження доцільно поставити однови- 
мірний аналог такої задачі. Така 
задача спряж еності для системи звичайних диференціальних рівнянь третього порядку також  
може бути р о зв ’язана аналітично [ 1 , 12].
П овна двовимірна задача спряженості вимагає вже числового алгоритму. П араболічні 
задачі як для загальмованої, так і для вільної течії розв’язувалися б однозначно, якби спря­
ж ене значення ш видкості Т/А на границі їх розподілу (5) було відоме.
Вказані розв’язки дали б значення напруги тертя на цій границі в залежності від 11н, тобто 
Т | и-о і^н )  і т І н+о(и>,) • Числовий алгоритм відшукує корінь трансцендентного рівняння
Т I /і-о(^Л ) =  ^  I Л+0( ^ й  ) 5 (б)
оскільки він задовольняє умові спряженості і дає розв’язок задачі. Задача спряж еності зво ­
диться, таким  чином, до питання розв’язання трансцендентного рівняння (6).
Для течій, сф орм ованих Л П Ш  з елементів, що зносяться потоком, теорія прогнозує де­
які нові явищ а. Н а розподілах швидкості крапель може мати місце максимум, щ о свідчить
Рис. 3. Течія в прямолінійному каналі прямокутного 
перетину з відкритою поверхнею та рослин­
ністю біля берегів [5]:
Ц , Ь г -  ширина зарослих зон; А т% -  безрозмірна 
щільність рослинності
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про наявність додаткового механізму переносу кінетичної енергії. Такий ефект названий "не- 
турбулентним " [2 ; 6].
М оделі дисперсного і багатошвидкісного шару крапель. Н ехай краплі, які складаю ть 
Л І  І І Л  маю ть деякий спектр розмірів. їх  дія на потік виражається деяким  осередненням  у ви­
гляді інтегральних “дж ерелкових” членів (1). Однак, якщ о спектр розм ірів розбити на К  
“представницьких” значень, то формула (1) дасть 2К  + 4 рівнянь, які "керують" багатоф аз­
ною  течією  в середині ЛИШ . В цих рівняннях замість інтегралів будуть ф ігурувати суми 
І ( С / - м , ) ,  1(7" - / , )  і т.д. Як і раніше, одновимірний аналог задачі (дослідж ений лиш е чисе­
льно) мож е передувати розв’язанню  повної двовимірної задачі, даю чи б ільш у впевненість у 
достовірності отриманих розв'язків [3; 4; 12].
Н а рис. 4 наведені профілі поздовжньої ш видкості потоку-носія С/(г) і крапель двох
розмірів их(г)  і и2(г)  у двох перетинах двовимірного потоку. М алі (легкі) краплі прямую ть 
ближ че до профілю  ш видкості вітру, ніж великі (важкі). Н а верхніх р івнях ЛПН1 краплі від­
стаю ть від вітрової течії, але прискорю ю ться нею. Оскільки вітровий потік гальмується під­
стильним  ш аром, його ш видкість спадає, в результаті цього на деяком у рівні краплі "обганя­
ють" вітер, після чого обмін кінетичною  енергією між ними і потоком  зм іню є знак на проти­
лежний. М ож е бути поставлене і досліджене питання про середній розм ір крапель як про та­
ку "еквівалентну" монодисперсну Л11Ш , яка призводить до найбільш  близького профілю 
ш видкості І 1 ( : ) .
Рис. 4. Спільна трансформація профілів швидкості потоку-носія (повітря) і несених крапель 
малих (а) і великих (б) розмірів уздовж ЛИШ у вигляді шару крапель
У вигляді такого ж ейлерова описування можна моделювати і більш складний (більш ре­
алістичний) рух крапель з урахуванням наявності висхідних і низхідних крапель, які "вистрі­
лені" початково назустріч потоку і уздовж потоку. Приходимо до багатош видкісної моделі 
крапельного шару [14], отже, до більш складної задачі спряженості. Її аналітичне і напіваналі- 
тичне дослідження також переконує в коректності математичного ф ормулю вання [14].
М оделі тепло- і масопереносу в ЛПШ . Тепло- і масообмін є прикладам и "ж иттєдіяль­
ності" елементів ЛПШ  у потоці. П рактичне значення маю ть профілі тем ператури Т (х ,г )  і
вологості Е ( х , г ) повітря-носія, а також  температури переш код усіх розм ірів ґ(х ,д ,г ; ) . Якщо 
теплообмін  проходить незалежно від масообміну, тобто а  = 0 або [3 = 0 в останньому рів­
нянні (1), то  числовий алгоритм шукає таке спряжене значення І'и = Т(х,И)  або Е ь - Е { х , Н ) ,  
яке вирівню є потоки зверху j т(x,h + 0) ізн и зу  ] т (х, /г — 0) від границі розподілу г = И. Зада­
ча спряж еності знову зводиться до трансцендентного рівняння вигляду (6) і має аналітичні і 
числові р о зв ’язки.
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О днак задача істотно ускладню ється, якщ о процеси тепло- і масообміну д ію ть спільно, 
що вираж ається останнім  рівнянням  (1). Тепер повинен бути знайдений корінь 
{(7* (*)> £*(*)}  систем и трансцендентних рівнянь
Jт І А-о( ^ А » ^ а )  =  Jт І Л+оОГи’ Е ь )  ; ] Е І И - о О и ’ Е и )  ~  J  к  І и Ж > Е н )  •
А налізу задачі допомагаю ть її одновимірні аналоги. Корисну ф ізичну інформацію  м ож ­
на отрим ати із законів зберігання для ДТ , ДЕ і Д ґ, які випливаю ть з рівнянь (1).
Ч исловим  розв’язанням  задачі отрим ана досить докладна картина трансф орм ації полів 
тем ператури і вологості повітря вздовж  шару крапель (рис. 5). Н айбільш  сильне охолодж ен­
ня крапель спостерігається в початкових перетинах Л П Ш  "шар крапель" (ш трихова лінія 
г  = А = 1,0). Тем пература крапель тут і0(г)  майже досягає теоретичної межі охолодж ення, 
відм іченого відрізком  вертикальної ш трихової лінії. Краплі в шарі інтенсивно охолодж ую ть­
ся механізмами конвективної тепловіддачі випаровування, від чого профілі тем ператури по­
вітря Т{г)  (рис. 5,а, II) і концентрації пари Е (г ) ,  подані еквивалентними проф ілями точки
роси Те(г)  (рис. 5,а, III), інтенсивно зміню ю ться з просуванням потоку вздовж  х . В ідповідно 
охолодж ення крапель ґ(г) зменшується (рис. 5,а, І). П ари кривих Т{£) і Те(г)  "притягую ть­
ся" до кривої ї ( г ) , знаходячись у співвіднош енні Те(г) <, ї{г) £  Т(г ) ,  і це є причиною  скрив­
лення профілю  Т (г) і утворення максимуму на ньому.
Рис. 5. Трансформація процесів тепломасообміну вздовж шару крапель:
а  -  серії температурних розподілів для різних перетинів ЛІ ПІТ; б -  розподіл відносної вологості;
І  -  температура точки роси в повітрі Т , ( г )  ; I I  -  температура повітря; 111 -  температура несеного 
середовища (крапель);
і-х=0,01; 2-х=0,03; І-х=0,05; 4 -х =  ОД; 5-х=0,2; 6 -х =  0,3; 7-х=0,5; 5-х=1,0
В іднош ення локальної концентрації пари Е{£) до насичую чої Е , , відомої емпіричної 
функції від Т  і Е , визначає відносну вологість ср(г). З рис. 5 видно, що ця важ лива характери­
стика зростає з ростом  х: майж е до 100%  і спадає до значення в навколиш ньом у середовищ і 
( ср  ^ = 0 в безрозм ірному ф ормулю ванні) з віддаленням г  від ЛПШ .
Отже, складне і неочевидне питання про математичну коректність моделі Л П Ш  у ви­
гляді задачі спряж еності для параболічних нелінійних рівнянь примеж ового ш ару м ож е бути 
дослідж ене на інтуїтивному рівні строгості підбором і аналізом послідовності модельних за ­
дач, що поступово ускладню ю ться. Задача спряженості у всіх випадках зводиться до 
розв’язання трансцендентного рівняння. Аналітичний розв’язок спрощ ених модельних задач 
разом  з аналізом  ф ізичного змісту розв'язків надає впевненості в математичній коректності 
загальної моделі Л П Ш  (1-5).
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